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PREMESSA 

 

Il numero irrazionale e trascendente e=2,71828 . . . . non può non destare la curiosità di un attento osservatore 

perché ricorre molto spesso in numerose leggi che disciplinano fenomeni fisici, chimici, biologici e altro. Ne sono 

esempi la scarica di un condensatore elettrico, lo smorzamento di una oscillazione meccanica, il decadimento 

radioattivo di una sostanza, la dipendenza dalla temperatura della costante di velocità di una reazione chimica, 

l’iŶĐƌeŵeŶto deŵogƌafiĐo di uŶa popolazioŶe, la distƌiďuzioŶe Ŷoƌŵale di pƌoďaďilità e Đosì via.  Mentre per altri 

numeri irrazionali notevoli, come pi-greco e radice di due, abbiamo un immediato riscontro geometrico il nostro 

͞e͟ viene dai più preso come dato di fatto senza alcuna introspezione.   

 

Ci proponiamo pertanto con questa memoria di fare un salto a ritroso a cavallo fra il XVI e il XVII secolo per 

analizzare le condizioni che hanno portato alla definizione della costante ͞e͟ attraverso i logaritmi anche se  

l’autoƌe, Nepeƌo, ŶoŶ se Ŷe ƌese ĐoŶto. Solo diversi decenni dopo la morte di Nepero, Huygens, Jakob Bernoulli 

e Leibniz, elaborarono la notazione esponenziale e il logaritmo come funzione inversa, con il numero ͞e͟ 

identificato come la porzione di area unitaria sottostante una iperbole equilatera ;ğ uŶitaƌia l’aƌea sotto ǆǇ=ϭ 
compresa fra x=1 e x=e).  Nei paragrafi che seguono analizzeremo pertanto parte del percorso che ha portato 

Nepeƌo a puďďliĐaƌe, Ŷel ϭϲϭϰ e ϭϲϭϴ, le due opeƌe ͞MiƌifiĐi logaƌithŵoƌuŵ ĐaŶoŶis desĐƌiptio͟ e ͞MiƌifiĐi 
logaƌithŵoƌuŵ ĐaŶoŶis ĐoŶstƌuĐtio͟ sui logaritmi a base 1/e. 

 

 

NEPERO E LA NASCITA DEI LOGARITMI 

 

John Napier nasce in Scozia nel 1550 e inizia a frequentare la St Andews University nel 1563 senza tuttavia mai 

completaƌŶe gli studi. Giƌa peƌ l’Europa fino a stabilirsi definitivamente nel 1574 ad amministrare i suoi vasti 

possedimenti terrieri a Gartness in Scozia. La matematica era per lui solo un passatempo. A quel tempo la 

trigonometria era sviluppata quasi nella forma a noi oggi nota ed era molto utilizzata per la cartografia e i calcoli 

astronomici. La precisione dei calcoli trigoŶoŵetƌiĐi si spiŶgeva fiŶo all’uso di sette Đifƌe sigŶifiĐative Ŷelle tavole 
dei seni/coseni con evidente laboriosità nelle corrispondenti moltiplicazioni.   

 

Verso il 1590 Nepero viene a conoscenza delle allora recenti formule di prostaferesi, elaborate presso 

l’osseƌvatoƌio astƌoŶoŵiĐo daŶese di TǇĐho Bƌahe, Đhe tƌasfoƌŵaŶo il pƌodotto di due seŶi/ĐoseŶi Ŷella soŵŵa 
di corrispondenti funzioni riducendo enormemente la laboriosità dei calcoli.   

ݔ݊�ݏ  + ݕ݊�ݏ = ݊�ݏʹ ݔ + ʹݕ ݏ݋ܿ ݔ − ʹݕ  

 

Da qui parte il proposito di Nepero di perfezionare un metodo più esteso per la semplificazione dei calcoli 

tƌigoŶoŵetƌiĐi Đhe si Đoŵpleteƌà, dopo oltƌe veŶt’aŶŶi, ĐoŶ la puďďliĐazioŶe delle sue opeƌe sui già Đitati ͞MiƌifiĐi 
logaƌithŵoƌuŵ͟.  
 

Sempre al tempo era noto che sommare gli esponenti di potenze con la medesima base equivaleva alla 

moltiplicazione delle corrispondenti potenze.  Per Nepero la moderna notazione esponenziale e il concetto di 

logaritmo come funzione inversa era ancora tutto da inventare ma il suo lavoro parte proprio dalla corretta 

sincronizzazione fra una progressione geometrica e una aritmetica come Ŷell’esempio riportato nello schema 

che segue. 
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Fig. 1 – Il risultato della moltiplicazioni 8x64=512 si desume dalla somma 

                                                degli indicatori della corrispondente progressione aritmetica. 

 

 

Poiché le funzioni trigonometriche variano fra 1 e 0 riproponiamo in figura 2 lo schema di figura 1 con una 

progressione geometrica a valori decrescenti ottenuta con una ragione minore di 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2 – Il risultato della moltiplicazioni 0.125x0.015625=0.001953125 si desume  

                                          dalla somma  degli indicatori della corrispondente progressione aritmetica. 
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IL MODELLO CINEMATICO 

 

Il lavoro di Nepero inizia con le definizioni di progressione aritmetica e geometrica intese ciascuna come il moto 

di un punto che si sposta su un segmento.  Più precisamente: 

 

 Def.1: Una linea cresce aritmeticamente quando il punto mobile che la costruisce aggiunge sempre la 

medesima quantità in intervalli di tempo uguali [Nepero, 1614] 

 Def.2: Una linea decresce geometricamente quando il punto mobile che la percorre taglia via a sinistra, 

in tempi uguali, una quantità che è sempre la stessa proporzione di quanto rimane da percorrere a destra 

[Nepero, 1614] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3 – Rappresentazione della progressione aritmetica e geometrica secondo Nepero. 

 

 

Con riferimento alla figura 3 negli stessi istanti nei quali il punto mobile L, che si sposta a velocità costante V0, 

tocca i punti B, C, D, E, ...  il punto mobile N tocca a velocità decrescente i corrispondenti punti  . . . La 

velocità del punto N è, in ogni istante, a meno di un fattore di normalizzazione V0/107, uguale alla distanza N dal 

punto di arresto finale . In questo modo la velocità iniziale su  è V0 e quella finale su  nulla. 

 

La progressione geometrica che nelle intenzioni di Nepero dovrebbe rappresentare i valori del seno di un arco 

non può avere una ͞ƌisoluzioŶe͟ larga Đoŵe Ƌuella ŵostƌata Ŷell’eseŵpio di figura 2 e, pertanto, decide di 

assegnare alla stessa una ragione quanto più vicina possibile a 1 con un valore pari a  0,9999999 = 1-10-7. A quel 

punto per semplificazione di scrittura introduce un fattore di scala assegnando il valore di 107 al raggio della 

circonferenza trigonometrica.  L(N) è la simbologia che adotteremo per i logaritmi di Nepero del 1614 che iniziano 

con L(107)=0 in corrispondenza del seno di 90°. Le notazioni differenziali aggiunte in figura 3 per le velocità dei 

due punti L e N erano ovviamente sĐoŶosĐiute all’epoĐa.  
 

 

LA PRIMA TABELLA  

 

Nepero parte quindi con la costruzione di una prima progressione geometrica composta da 101 elementi ai 

mostrati nella seconda colonna della figura 4 che decrescono partire da 107. E’ iŶteƌessaŶte Ŷotaƌe Đhe per il 

calcolo degli elementi Nepero utilizza un artificio che gli evita le moltiplicazioni per 0,9999999 perché con 

 ܽ�+ଵ = ܽ�Ͳ,ͻͻͻͻͻͻͻ = ܽ�ሺͳ − ͳͲ−଻ሻ = ܽ� − ܽ�ͳͲ−଻ 
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il calcolo si riduce a una banale divisione per 107 e una successiva sottrazione come nello schema riportato in 

figura 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4 – Prima tabella di Nepero con, a destra, lo schema per il calcolo degli elementi ai 

 

 

La progressione geometrica rappresenta il seno di angoli compresi fra 90° e 89,75° con una risoluzione media di 

circa 2 millesimi di grado. La tabella così concepita serve a poco ma probabilmente consente a Nepero di 

formalizzare le prime proprietà sui nascenti logaritmi. La progressione aritmetica associata, riportata nella terza 

colonna di figura 4, ha una ragione pari a 1,00000005 individuata da Nepero  con il modello riportato in figura 5 

che descriviamo come segue. 

 

Il punto mobile L si sposta a velocità costante toccando in tempi uguali i punti P, A, B, C, D . . .  Il punto mobile N 

si sposta a velocità decrescente toccando negli stessi istanti i corrispondenti punti    . . .  Poiché in A 

e  i due punti mobili L e N hanno la medesima velocità è evidente che, a causa del rallentamento di N, il 

segmento  è maggiore del segmento PA e il segmento  è minore di AB che è uguale a PA. In altre parole, 

sempre con riferimento alla figura 5, possiamo scrivere: 

 

�ߙ > �ሺ�ሻ >  ߚߙ

 

Per definizione di progressione geometrica abbiamo che R/N = S/R da cui S=R2/N; consegue: 
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  =  R-N  = 107- Nߚߙ S-R  = ( R2/N)-R  =  (R-N)R/N  = (107- N)107/N  =  ߙ�

 

Il logaritmo di N risulta pertanto delimitato tra  

 ሺͳͲ଻ − �ሻ ଵ଴7� > �ሺ�ሻ > ͳͲ଻ − �                      (1) 

 

che per N = 9999999 diventa  1,0000001 > L(N) > 1.  Nepero assegna pertanto la media 1,00000005 fra i due 

estremi come ragione della progressione aritmetica L1(ai) riportata nella colonna 3 della tabella di figura 4. Per 

costruzione la relazione (1) perde ovviamente significato allontanandosi da 107. Ad esempio per x=9.000.000 la 

tolleranza di L(N) supera il 10%. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5 – Rappresentazione della progressione aritmetica e geometrica secondo Nepero. 

 

 

A completamento della figura 4 si fa notare, come esempio, che a3 x a6 = a9 perché L1(a3) + L1(a6) = L1(a9).   Le 

parentesi gƌaffe a fiaŶĐo della taďella iŶdiĐaŶo eseŵpi di uŶ’altƌa iŵpoƌtaŶte pƌopƌietà dei logaƌitŵi Đhe Nepeƌo 

definisce come: 

 

 Art.36: Logaritmi equidistanti sono di seni in proporzione [Nepero, 1619] (2) 

 

Đhe spieghiaŵo ĐoŶ l’eseŵpio di a15/a12=0,9999997 associato a L1(a15) - L1(a12)=3,00000015. Indipendentemente 

dalle posizioni nelle tabelle altri due qualsiasi elementi equidistanti di tre posizioni forniranno gli stessi risultati 

come a23/a20   con L1(a23) - L1(a20). 

 

 

LA SECONDA TABELLA  

 

Nella prima tabella che copre solamente un arco 0,25° il rapporto a100/a0 vale, con buona approssimazione, 

0,99999=1-10-5.   Con questo valore Nepero costruisce allora una seconda progressione geometrica  composta 

da 51 elementi bi mostrati nella seconda colonna della figura 6.  
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Fig. 6 – Seconda tabella di Nepero con, a destra, lo schema per il calcolo degli elementi bi 

 

 

La risoluzione questa volta è cento volte più grossolana e copre i valori dei seni di archi compresi fra 90° e 88,19°.  

Si evidenzia ancora il fatto che per il calcolo degli elementi bi Nepero utilizza il solito artificio che gli evita le 

moltiplicazioni per 0,99999. Per trovare la ragione della corrispondente progressione aritmetica L2(bi) Nepero 

non utilizza più la relazione (1) ma dimostra, con motivazioni analoghe, che la differenza di due logaritmi x, y, 

con x<y, è delimitata fra: 

 ͳͲ଻ ௬−௫௫ > �ሺݔሻ − �ሺݕሻ > ͳͲ଻ ௬−௫௬       (3) 

 

Con questa relazione si trova 0,00049505505302 > L2(b1) − L1(a100) > 0,00049505505300. Vista la trascurabile 

differenza Nepero prende il valore 0,000495 e lo somma a L1(a100) per assegnare il valore risultante 100,0005 

come ragione della nuova progressione aritmetica L2(bi). 

 

 

LA TERZA TABELLA  

 

Nella seconda tabella che copre un arco 1,81° il rapporto b50/b0 vale, con buona approssimazione, 0,9995.   Con 

questo valore Nepero costruisce allora la terza progressione geometrica  composta da 69 sottotabelle 
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contenenti ciascuna 21 elementi ci,j mostrati nella seconda colonna di ciascuna sottotabella. La figura 7 mostra 

le pƌiŵe tƌe e l’ultiŵa di Ƌueste sottotaďelle Đhe Ŷell’iŶsieŵe ĐostituisĐoŶo la teƌza tabella, o tabella radicale, di 

Nepero con 69x21=1449 elementi ci,j. E’ suďito da Ŷotaƌe Đhe l’ultiŵa sottotaďella ĐoŶ Đ20,68=4.998.609 

rappresenta il seno di 29,99°. La terza tabella radicale copre pertanto con 1449 elementi un arco di circa 60°. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 7 – Sottotabelle 0, 1, 2 e 68 della Terza tabella di Nepero,  
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Nepero si ferma alla 69-esima tabella (seno di 29,99°) perché, pur non conoscendo la funzione logaritmica, si 

aĐĐoƌge dell’aŶdaŵeŶto asiŶtotiĐo dei suoi calcoli al decrescere del numero N (figura 8).   Per il completamento 

dei dati fino a N=0 seguirà allora un diverso approccio con una tabella ridotta che vedremo nel prossimo 

paragrafo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 8 – Tabella 3 di Nepero riportata, in rosso, sopra la corrispondente funzione logaritmica.  

 

 

Dalle sottotabelle di figura 7 abbiamo c0,1/c0,0=c 0,2/c0,1=0,99=1-10-2. Questo vale per qualsiasi altro elemento 

della seconda colonna di ciascuna sottotabella se rapportato al corrispondente elemento della precedente 

sottotaďella. Questo ğ l’aƌtifiĐio esĐogitato da Nepeƌo peƌ ĐalĐolaƌe i ϭϰϰϵ eleŵeŶti della pƌogƌessioŶe aƌitŵetiĐa 
con una successione di divisioni per 100 con sottrazione al posto di ben più laboriose moltiplicazioni per 0,9995.  

 

In altre paƌole Nepeƌo aƌƌivato all’eleŵeŶto Đ20,0 dopo 20 moltiplicazioni per 0,9995 si arresta. Continua poi a 

gruppi di 21 elementi deducendo ciascun valore dal corrispondente della precedente sottotabella come 

moltiplicazione per 0,99.  In simboli ci,j+1 = 0,99ci,j=(1-10-2)ci,j con j indice di sottotabella 0, 1, 2 . . . 68 e i indice di 

eleŵeŶto Ϭ, ϭ, Ϯ . . . ϮϬ.  E’ faĐile veƌifiĐaƌe oggi ĐoŶ uŶ foglio elettƌoŶiĐo Đhe se Nepeƌo avesse Đostƌuito la teƌza 
tabella con 1449 elementi consecutivi senza spezzarli in 69 sottotabelle avrebbe ottenuto dei logaritmi più 

precisi; la laboriosità dei calcoli lo ha indotto ad escogitare questo stratagemma che assicura comunque una 

sufficiente precisione dei corrispondenti logaritmi. 

 

Come già visto per la tabella 2 la ragione della corrispondente progressione aritmetica da associare si trova con 

la ƌelazioŶe  ;ϯͿ ŵetteŶdo a ĐoŶfƌoŶto  l’ultiŵo eleŵeŶto ď50 della tabella 2 con il secondo elemento c1,0 della 

terza tabella.   Inserendo i valori abbiamo 1,22541675> L3(c1,0) – L2(b50) > 1,22541660 che aggiunti come media 

al logaritmo L2(b50) forniscono il valore 5001,250416 per L3(c1,0) che consente, per somme successive, di 

completare la terza colonna della sottotabella 0. 

 

Il primo elemento aritmetico della sottotabella 1 si determina ancora con la relazione (3) perché non è 

eƋuidistaŶte dall’ultiŵo eleŵeŶto della sottotaďella Ϭ a Đausa dello Ϭ,ϵϵ sĐelto peƌ la seŵplifiĐazioŶe dei ĐalĐoli.  
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Passando ai valori abbiamo 478,361639 > L3(c0,1) – L3(c20,0) > 478,338757 che aggiunti come media al logaritmo 

L3(c20,0) forniscono il valore 100.503,358531 da utilizzare, omologamente allo 0,99, per il completamento delle 

ƌestaŶti sottotaďelle seŶza ƌiĐalĐolaƌe i Ŷuovi liŵiti peƌ l’iŶizio di ĐiasĐuŶa delle ƌestaŶti ϲϳ sottotaďelle. IŶ siŵďoli 
L3(ci,j+1) = L3(ci,j) + 100.503,358531 con j indice di sottotabella 1,2,3 . . . 68 e i indice di elemento 0, 1, 2 . . . 20. 

 

 

LA TABELLA RIDOTTA 

 

Per il completamento dei logaritmi dei seni minori di 30° Nepero costruisce una tabella aggiuntiva  che, al posto 

di progressioni geometriche e aritmetiche, usa rapporti notevoli di seni con corrispondenti differenze di 

logaritmi. In questo modo in base alla definizione (2) e alla relazione (3) risulta possibile calcolare il logaritmo di 

un seno piccolo in modo mirato invece di accedere ad una ipotetica terza tabella estesa al di sotto dei 30°.  La 

tabella ridotta si basa sul logaritmi di 5.000.000 e 8.000.000 ricavabili come: 

 

2.219,91 > L(5.000.000)-L3(c19,68) > 2.219,42      L(5.000.000) = 6.931.471,83 

356,63 >     L(8.000.000)-L3(c4,22)  >  356,62        L(8.000.000) = 2.231.435,53 

 

Si fa notare che i valori numerici esposti differiscono leggermente da quelli riportati nella letteratura di 

riferimento a causa della maggior precisione di calcolo dei moderni fogli elettronici.  Per la costruzione della 

tabella ridotta Nepero riporta: 

 

 Art.51: Tutti i seni  in  proporzione  duplicata  hanno 6.931.469,22 come  (4) 

       differenza dei loro logaritmi [Nepero, 1619]    

 Art.52: Tutti i seni in proporzione decuplicata hanno 23.025.843,34 come  (5) 

       differenza dei loro logaritmi [Nepero,1619]  

 

che si desumono come: 

 ͷ ∙ ͳͲ଺ͳͲ଻ = ͳʹ         →                                                                        →    �ሺͷ ∙ ͳͲ଺ሻ = ͸.ͻ͵ͳ.Ͷ͹ͳ,ͺ͵ =  ܣ

 ʹ,ͷ ∙ ͳͲ଺ͷ ∙ ͳͲ଺ = ͳʹ     →     �ሺʹ,ͷ ∙ ͳͲ଺ሻ − �ሺͷ ∙ ͳͲ଺ሻ = →          ܣ    �ሺʹ,ͷ ∙ ͳͲ଺ሻ = ܣ + �ሺͷ ∙ ͳͲ଺ሻ =  ܣʹ

 ͳ,ʹͷ ∙ ͳͲ଺ʹ, ͷ ∙ ͳͲ଺ = ͳʹ   →     �ሺͳ,ʹͷ ∙ ͳͲ଺ሻ − �ሺʹ,ͷ ∙ ͳͲ଺ሻ = →    ܣ    �ሺͳ,ʹͷ ∙ ͳͲ଺ሻ = ܣ + �ሺʹ,ͷ ∙ ͳͲ଺ሻ =  ܣ͵

 ͳͲ଺ͺ ∙ ͳͲ଺ = ͳͅ         →    �ሺͳͲ଺ሻ −  �ሺͺ ∙ ͳͲ଺ሻ = →                ܣ͵    �ሺͳͲ଺ሻ = ܣ͵ + �ሺͺ ∙ ͳͲ଺ሻ 

 ͳͲ଺ͳͲ଻ = ͳͳͲ            →     �ሺͳͲ଺ሻ − �ሺͳͲ଻ሻ =  �ሺͳͲ଺ሻ              →   �ሺͳͲ଺ሻ = ܣ͵  + �ሺͺ ∙ ͳͲ଺ሻ = ʹ͵.Ͳʹͷ.ͺͷͳ,Ͳʹ =  ܤ

 

 

La figura 9 riporta la tabelle ridotta di Nepero, costruita a partire dai logaritmi A e B, secondo le relazioni riportate 

nella terza colonna.  
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Fig. 9 – Tabella ridotta di Neper con le differenze di logaritmi come funzioni di A e B.  

 

Coŵe eseŵpio di appliĐazioŶe della taďella ƌidotta ĐalĐoliaŵo il logaƌitŵo di ϭ° Ϯϲ’ ƌipoƌtato iŶ uŶa pagiŶa delle 
tavole dei logaritmi di Nepero mostrata in figura 10. Il seno 250137 viene moltiplicato per 2,  4, 8, 10, 20 . . . 

finché si arriva ad un numero che rientra nei limiti della tavola radicale.  Nel nostro caso abbiamo 

250137x20=5.002.740 per il quale si individua il logaritmo a mezzo della tabella radicale e media degli estremi 

forniti dalla relazione (3).  Fatti i dovuti calcoli: 

 

1742,57 >  L(5.002.740) - L3(c18,68)  >  1742,27        

L(5.002.740) = L3(c18,68)  + (1742,57+1742,27)/2 = 6.925.993,33 

     L(250137) = L(5.000.740) + (1:20) = 6.925.993,33 + 29.957.322,85 = 36.883.316, 

 

otteniamo 36883316 come logaritmo di SeŶ;ϭ° Ϯϲ’Ϳ  Đhe diffeƌisĐe leggeƌŵeŶte da Ƌuello oƌigiŶale di Nepeƌo 
(figura 10) a causa della maggior precisione del calcolo computerizzato.  

 

 

LE TAVOLE DEI LOGARITMI  

 

Nepero con il completamento delle tabelle radicale e ridotta procede al calcolo dei 90x60=5400 logaritmi dei 

seni da 0 a 90° di minuto primo in minuto primo utilizzando congiuntamente alle tabelle la relazione (3). Le 

conseguenti tavole dei logaritmi sono organizzate in pagine con sette colonne (figura 10).  
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Fig. 10 – Tavola dei logaritmi di Nepero da ϭ° ϬϬ’ a ϭ° ϯϬ’ [Nepero, ϭϲϭϰ] 

 

 

La pƌiŵa ĐoloŶŶa ƌipoƌta l’aƌĐo tƌigoŶoŵetƌiĐo iŶ gƌadi e ŵiŶuti pƌiŵi ĐoŶ il ĐoƌƌispoŶdente seno e logaritmo in 

seconda e terza colonna.    La quinta e sesta colonna riportano logaritŵo e il seŶo dell’aƌĐo ĐoŵpleŵeŶtaƌe ;ϵϬ-

) trascritto nella settima colonna. In questo modo sulla stessa linea si hanno i logaritmi del seno e del  coseno 

dell’aƌĐo ƌipoƌtato Ŷella pƌiŵa ĐoloŶŶa.  La quarta colonna riporta la differenza fra i logaritmi del seno e del 

coseno che corrisponde al logaƌitŵo della taŶgeŶte dell’aƌĐo di ĐoloŶŶa ϭ. 
 

Coŵe eseŵpio di ĐostƌuzioŶe delle tavole dei logaƌitŵi di Nepeƌo ĐalĐoliaŵo il logaƌitŵo del seŶo di ϯϬ° e ϭϲ’, 
pari a 5040253 da figura 10, tramite la tabella radicale e la relazione (3). Passando ai calcoli abbiamo: 
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2056,22 >  L(5.040.253) - L3(c3,68)  >  2055,79   

L(5.040.253) = L3(c3,68) +(2056,22+2055,79)/2 = 6.851.288,16 , 

 

valore che differisce leggermente da quello calcolato da Nepero per la solita ragione sulla maggior precisione 

del calcolo computerizzato.  In realtà vi è un secondo metodo di calcolo del logaritmo che utilizza, oltre la 

tabella radicale, la seconda e la prima tabella in forza della proprietà (2) al posto della relazione (3). Lo schema 

che segue mostra la successione dei calcoli da fare che portano comunque al medesimo risultato.  I delta da 

sommare o sottrarre tengono conto che a numeri più alti corrispondono logaritmi più bassi.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Come laboriosità di calcolo i due metodi sono simili; il secondo presuppone il calcolo una tantum dei 50 

rapporti bi/b0 e dei cento rapporti ai/a0. Gli intervalli dei logaritmi della terza tabella, con  una risoluzione di 

circa 5000 unità, sono tutti ricoperti della seconda tabella una risoluzione di circa 100 unità (50x100=5000); la 

precisione del ĐalĐolo ğ poi ulteƌioƌŵeŶte spiŶta ĐoŶ l’uso della pƌiŵa taďella ĐoŶ ƌisoluzioŶe Ƌuasi uŶitaƌia.  
 

 

LA BASE 1/e DI NEPERO 

 

E’ Ŷoto, per definizione di logaritmo, che se Log(x)-Log(y) = 1 allora x/y è la base del logaritmo se i logaritmi 

crescono al crescere del numero.  Per i logaritmi di Nepero abbiamo un fattore di scala 107 con logaritmi crescenti 

al decrescere dei seni; pertanto se  L(x)-L(y) = 107  allora y/x = 1/e per ogni x,y.  Come esempio, dalla figura 11 

che riporta gli estratti di due pagine delle tavole dei logaritmo di Nepero, possiamo calcolare:  

 

L;seŶ;ϭϬ° ϰϭ’ͿͿ – L(sen(30° 16’ͿͿ = ϭϲ.8ϱϯ.ϰϮ8 – 6.851.285 = 10.0021.143 = circa 107   

seŶ;ϭϬ° ϰϭ’Ϳ / seŶ;ϯϬ° ϭϲ’Ϳ = ϭ.8ϱϯ.8Ϭ8 / 5.040.253 = 0,36780 = (1/e - 8͘·ϭϬ-5) = circa 1/e    

 

L’errore su 1/e, tƌasĐiŶato aŶĐhe dall’eƌƌoƌe su ϭϬ7, è prossimo a  10-4.  I numeri (seni) delle tavole dei logaritmi 

di Nepero sono un insieme numerabile di elementi costruiti come progressione geometrica di ragione 0,9995 

(Tabella 3) che possiamo ragionevolmente approssimare anche come 0,9999 = 1-1/104. Se a partire da 1 

inseriamo 104 eleŵeŶti Ŷell’iŶsieŵe Ŷuŵeƌaďile, l’ultiŵo elemento vale (1-1/104)10000 = 0,3678 che differisce da 

1/e per un 10-4 come abbiamo appena verificato.   “e dall’iŶsieŵe Ŷuŵeƌaďile desĐƌitto passiaŵo ad uŶ iŶsieŵe 
non numerabile con infiniti elementi possiamo scrivere: 

 lim�→∞ ቀͳ − ଵ�ቁ� = ଵ௘        (6) 

 
Osserviamo pertanto che con n tendente a infinito la granularità delle tavole dei logaritmi passa da 0,9995 ad un 

continuo 0,9999999999 . . . . .   La costante 1/e era ovviamente sconosciuta a Nepero che era arrivato a compilare  
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Fig. 11 – Estratti della tavola dei logaritmi di Nepero per 30° e 10° [Nepero, 1614] 

 

 

le sue tavole dei logaritmi a partire dalla definizione cinematica di progressione aritmetica e di progressione 

geometrica mostrate in figura 3 che, in tempi successivi, si poterono scrivere in forma differenziale come 

[Hobson, 1914]: 

ݐ݀�݀  = �଴ ݐ݀�݀                    = − �଴ͳͲ଻ � 

 

Dal rapporto di queste due velocità e successiva integrazione abbiamo: 

 ݀�݀� = − ͳͲ଻�  

 � = −ͳͲ଻ ∫ ͳ� ݀� = −ͳͲ଻ log௘ � + ܥ = ͳͲ଻ logଵ௘ � +  ܥ

 

Da questo possiamo dire che Il logaritmo in base 1/e di un numero varia come rapporto fra le velocità istantanee 

di due punti mobili che, partiti con la stessa velocità V0, uno continua con moto rettilineo uŶifoƌŵe e l’altƌo 

rallenta con una velocità che, in ogni istante, è proporzionale alla distanza dal prefissato punto di arrivo (posto 

ad una distanza pari a 107 dal punto di partenza).  
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L’eŶuŶĐiato ƌipƌeŶde ĐoŶ altƌe paƌole Điò Đhe Nepeƌo aveva sĐƌitto, a completamento delle sue definizioni di 

grandezze che variano aritmeticamente e geometricamente, come: 

 

Art.25:  Thus the moving point approaching the fixed point geometrically has its velocities  as the 

distances from the fixed point [Nepero, 1619] 

 

 

LE BASI NORMALIZZATE A 1 

 

L’opeƌa sui logaƌitŵi puďďliĐata da Nepero nel 1614 suscitò lo stupore di Henry Briggs, professore di geometria 

a LoŶdƌa, Đhe deĐise di iŶĐoŶtƌaƌe peƌsoŶalŵeŶte Nepeƌo iŶ “Đozia Ŷell’estate del 1615. Si discusse sulla 

convenienza di assegnare 0 al logaritmo di 1, al posto dell’oƌigiŶale ϭϬ.ϬϬϬ.000, e 1 al logaritmo di 10.  In questo 

modo numeri e logaritmi assumevano verso crescente concorde mentre l’oƌdiŶe di gƌaŶdezza dei logaƌitŵi 
diventava più intuibile con le potenze di dieci. Nella seĐoŶda visita dell’estate ϭϲϭϲ Bƌiggs illustƌò a Nepeƌo 
l’iŵpostazioŶe dei Ŷuovi logaƌitŵi deĐiŵali.   
 

L’aŶŶo suĐĐessivo Nepeƌo ŵoƌiva mentre Briggs pubblicava i suoi ͞Logaƌithŵoƌuŵ Đhilias pƌiŵa͟ con gli spunti 

discussi con Nepero.  Briggs diffuse aŵpiaŵeŶte l’uso dei suoi logaritmi in base 10 mentre l’iŶteŶto di convertire 

i logaritmi di Nepero dalla base 1/e alla base e senza il fattore di scala 107 non ebbe seguito immediato. Dalle 

considerazioni fin qui esposte possiamo enunciare e confrontare fra loro il significato cinematico dei logaritmi 

riformulati con le nuove basi che assegnano 0 al logaritmo di 1. 

 

a) Il logaritmo in base 1/e di un numero varia come il rapporto fra le velocità istantanee di due punti L e N, 

mobili su una retta, che partono insieme con la stessa velocità V0.  Il primo prosegue a velocità costante V0, 

il secondo frena per arrestarsi dopo aver percorso uno spazio unitario con una velocità che, in ogni istante, 

è uguale a V0 per la distanza dal punto di arresto. L prosegue fino a meno infinito, N riparte verso più infinito. 

ݐ݀�݀  = �଴ ݐ݀�݀                    = − �଴ͳ �                   ݀�݀� = − ͳ� 

 

b) Il logaritmo in base e di un numero varia come il rapporto fra le velocità istantanee di due punti L e N, mobili 

su una retta, che partono insieme.  Il primo con velocità costante V0, il secondo accelera da fermo fino 

raggiunge la velocità V0 dopo aver percorso uno spazio unitario con una velocità che, in ogni istante, è uguale 

a V0 per la distanza dal punto di partenza. Entrambi proseguono fino a più infinito. 

ݐ݀�݀  = �଴ ݐ݀�݀                    = �଴ͳ �                       ݀�݀� = ͳ� 

 

c) Il logaritmo in base 10 di un numero varia come il rapporto fra le velocità istantanee di due punti L e N, mobili 

su una retta, che partono insieme.  Il primo con velocità costante V0, il secondo accelera da fermo fino 

raggiunge la velocità V0 dopo aver percorso uno spazio pari a 0,4342944 unità con una velocità che, in ogni 

istante, è uguale a V0 per la distanza dal punto di partenza. Entrambi proseguono fino a più infinito. 

ݐ݀�݀  = �଴ ݐ݀�݀                    = �଴݇ �                       ݀�݀� = �݇                         ݇ = ͳ݈݊ͳͲ = Ͳ,Ͷ͵ͶʹͻͶͶ …. 
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LA COSTANTE e 
 

A questo punto ci sentiamo di affermare che la nostra curiosità iniziale per una rappresentazione figurata della 

ĐostaŶte ͞e͟ può esseƌe ďeŶ soddisfatta dalla desĐƌizioŶe ĐiŶeŵatiĐa ďͿ di logaƌitŵo iŶ ďase ͞e͟ anche se la 

definizione più accreditata, formulata da Jakob Bernoulli nel 1690, rimane il   

 lim݊→∞ ቀͳ + ͳ݊ቁ݊ = ݁ = ʹ,͹ͳͺʹͺͳͺʹͺͶͷͻͲͷ…     (7) 

 

che come genesi assomiglia a quanto abbiamo già concluso scrivendo la relazione (6).  E’ oggi faĐile veƌifiĐaƌe 
numericamente che 

 ቀͳ + ଵ�ቁ� ≅  ݁ − ଵ�          (8) 

 

con 1/n errore per difetto ƌispetto la ĐostaŶte ͞ e͟ Đhe si aŶŶulla per n=∞. Se n è una potenza di 10 con la relazione 

(7) possiamo affermare che il risultato della potenza differisce dalla costante ͞e͟ dopo n cifre significative.  Ad 

esempio per n=1.000 dopo 2,71, per n=100.000 dopo 2,7182 e così via.  Proviamo ora a costruire per esercizio 

una tavola dei logaritmi abbinando ad una progressione geometrica di ragione 1,001 una progressione aritmetica 

di ragione 0,001 partendo con indice n=0.  La figura 12 mostra gli elementi salienti oggi banalmente calcolabili 

con un foglio elettronico. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 12 – Esempio di tavola dei logaritmi a base 2,71692393 

 

PoiĐhĠ Ŷell’eseŵpio aďďiaŵo sĐelto uŶa ƌagioŶe aƌitŵetiĐa paƌi a ϭ/ϭϬϬϬ ƌaggiuŶgiaŵo l’uŶità ĐoŶ il logaƌitŵo 
del millesimo elemento della progressione geometrica con la conseguenza che: 
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 �ሺܽ�+ଵ଴଴଴ሻ − �ሺܽ�ሻ = ͳ               ݈݁ܽݐ ݊ �݊݃݋ ݎ݁݌ ܿℎ݁ Ͳ ≤ ݊ ≤ ʹͲͲͳ   (9) ܽ�+ଵ଴଴଴ ܽ�⁄ = ʹ,͹ͳ͸ͻʹ < ℎ݁ Ͳܿ ݈݁ܽݐ  ݊ �݊݃݋ ݎ݁݌        ݁ ≤ ݊ ≤ ʹͲͲͳ    (10) 

 

 

In accordo con la relazione (7), la relazione (9) identifica la base della tavola dei logaritmi di figura 12 che è un 

numero minore di ͞e͟ perché abbiamo raggiunto il logaritmo 1 con soli mille elementi ai. Riducendo nelle 

progressioni il termine 1/1000 fino ad un valore prossimo a zero arriveremo ad infiniti elementi fra 1 ed ͞e͟ con 

la base che diventa uguale a ͞e͟ in accordo con la definizione (6).   

 

Nell’eseŵpio di figuƌa ϭ2 abbiamo 1000 elementi fra 1 e 2,71692, altri mille elementi fra 2,71692 e 2,716922 e 

infine ulteriori mille elementi fra 2,716922 e 2,716923 per un totale ϯˑϭϬϬϬ eleŵeŶti. PassaŶdo al liŵite appena 

descritto si arriva ad totale di 3ˑ∞ elementi. A ĐhiaƌiŵeŶto di Ƌuest’ultiŵo puŶto scriviamo la tabella di figura 

12, seŶza la pƌiŵa e l’ultiŵa ƌiga, in forma algebrica moderna come tre insiemi finiti e numerabili: 

ܣ  = {ܽଵ = �ሺܽଵሻ;       ܽଶ = �ሺܽଶሻ; ….      ܽଵ଴଴଴ = �ሺܽଵ଴଴଴ሻ} ܤ = {ܾଵ = �ሺܽଵ଴଴ଵሻ; ܾଶ = �ሺܽଵ଴଴ଶሻ; … . ܾଵ଴଴଴ = �ሺܽଶ଴଴଴ሻ} ܥ = {ܿଵ = �ሺܽଶ଴଴ଵሻ;  ܿଶ = �ሺܽଶ଴଴ଶሻ; …  ܿଵ଴଴଴ = �ሺܽଷ଴଴଴ሻ}. 

 

I tre insiemi A, B e C sono equipotenti perché tutti i loro elementi sono in corrispondenza biunivoca con la 

funzione biiettiva 

 ݂: ܾ� → ܽ� + ͳ          ܿ� → ܾ� + ͳ                                           (11) 

 

che ƌappƌeseŶta la Ŷota pƌopƌietà sulla ͞ĐaƌatteƌistiĐa͟ dei logaƌitŵi e definisce la base degli stessi. Con la 

riduzione verso zero del termine 1/1000 i tre insiemi A, B e C passano dalla potenza del numerabile a quella del 

continuo rimanendo tuttavia equipotenti fra loro per la validità della funzione (11). 

 

Jakob Bernuolli scoprì la costante ͞e͟ indagando sugli interessi composti in risposta ad una questione di merito 

Đhe gli eƌa stata posta. E’ oggi Ŷoto Đhe il ŵoŶtaŶte M di un capitale C, investito con interesse annuale ͞r͟ 

ricalcolato ͞n͟ volte per anno su un periodo di ͞t͟ anni è dato dalla relazione M=C(1+r/n)nt. CoŶ l’attƌattiva Đhe 
riveste il numero 1 per un matematico Bernoulli generalizzò il problema come M=(1+1/n)n considerando un 

capitale unitario investito per un anno con interesse del 100%.   

 

Il risultato è 2 se si fa il computo a fine anno, sale a 2,25 per computo semestrale, arriva a (1+1/12)12 = 2,613 con 

computo mensile per attestarsi a 2,7182 con computo giornaliero. Passando al limite con computo continuo, 

istante dopo istante, si arriva alla formulazione (6) attribuita a Bernoulli.  Praticamente si può dire che nel lasco 

di tempo nel quale un generico capitale investito raddoppia, se computato ad interessa semplice, sale fino a 

2,718 volte se computato ad interesse composto continuo, qualunque sia il tasso di interesse annuale.  

 

Da ultiŵo ŶoŶ possiaŵo ŶoŶ ĐoŶsideƌaƌe la paƌtiĐolaƌità del Ŷuŵeƌo ͞e͟ Đoŵe ďase della fuŶzioŶe espoŶeŶziale 
y=ex che coincide con la sua derivata dy/dx=ex.  Questa proprietà è la ragione base della sua importanza in 

numerose applicazioni.  I passaggi che seguono, esplorati decenni dopo da Eulero nei suoi studi sulla funzione 

esponenziale y=ax, spiegano la ragione della particolarità a partire dalla definizione di derivata per finire con la 

sostituzione h=1/n Đhe ĐoŶduĐe alla ďase ͞e͟.  

ݕ  = ܽ௫     
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ௗ௬ௗ௫ = ݈�݉ℎ→଴ ��+ℎ−��ℎ = ݈�݉ℎ→଴ ���ℎ−��ℎ = ܽ௫ ݈�݉ℎ→଴ �ℎ−ଵℎ   

 �ℎ−ଵℎ = ͳ        ܽℎ = ℎ + ͳ        ܽ = √ℎ + ͳℎ = ሺℎ + ͳሻଵ ℎ⁄   

 ݈�݉ℎ→଴ �ℎ−ଵℎ = ͳ  ݎ݁݌  ݈�݉ℎ→଴ሺℎ + ͳሻଵ ℎ⁄ = ݈�݉�→∞ ቀͳ + ଵ�ቁ� = ݁   
 

 

CONCLUSIONI 
 

Il pƌoposito iŶiziale di tƌovaƌe uŶa ƌappƌeseŶtazioŶe figuƌata peƌ la ĐostaŶte ͞e͟ ƌisulta soddisfatto dai ŵodelli 
cinematici di Nepero, dagli approfondimenti sul concetto di base di un logaritmo e infine dal limite introdotto da 

BeƌŶoulli.  Lo sĐƌiveŶte appaƌtieŶe all’ultiŵa geŶeƌazioŶe di giovaŶi Đhe Ŷegli aŶŶi ͞70 hanno utilizzato 

iŶteŶsaŵeŶte le tavole dei logaƌitŵi e il ƌegolo ĐalĐolatoƌe pƌiŵa dell’avveŶto delle ĐalĐolatƌiĐi sĐieŶtifiche 

tascabili che hanno definitivamente soppiantato tabelle e regoli.  Le nuove generazioni potrebbero prendere 

spuŶto da Ƌuesta ŵeŵoƌia peƌ ƌiĐƌeaƌe ĐoŶ l’agilità di uŶ foglio elettƌoŶiĐo le taďelle di Nepeƌo, veƌifiĐaƌŶe le 
proprietà, dimostrare che una terza tabella senza le interruzioni delle 69 sottotabelle è congruente e toccare con 

mano perché Nepero non sia sceso al di sotto dei trenta gradi con la terza tabella.  
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